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I polinomi di Taylor

Molto spesso non è possibile determinare il valore esatto di una funzione in un punto. Per esempio:

se f xð Þ ¼ ln x quanto vale f 1,5ð Þ cioè ln 1,5?

La calcolatrice ci restituisce un valore approssimato, 0,405465108, che viene

calcolato con un particolare algoritmo che si basa sul concetto di approssima-

zione di una funzione in un punto.

Sappiamo che una funzione può essere approssimata nelle vicinanze di un

punto x0 con la retta ad essa tangente in x0 (figura 1 ); se la funzione è f xð Þ,
la retta tangente in P x0, f x0ð Þ

� �
ha equazione:

y � f x0ð Þ ¼ f 0 x0ð Þ x � x0ð Þ cioè y ¼ f 0 x0ð Þ x � x0ð Þ þ f x0ð Þ

e un valore approssimato di f xð Þ in un punto x nelle immediate vicinanze di

x0 è proprio f 0 x0ð Þ x � x0ð Þ þ f x0ð Þ.

I Esempio.

Se f xð Þ ¼ ln x, per valutare ln 1,5, valore di x nelle vicinanze di 1, possiamo trovare l’equazione della retta

tangente in x0 ¼ 1:

f 0 xð Þ ¼ 1

x
f 1ð Þ ¼ ln 1 ¼ 0 f 0 1ð Þ ¼ 1 retta tangente: y � 0 ¼ 1 x � 1ð Þ ! y ¼ x � 1

e calcolare il valore assunto dalla variabile dipendente y in x ¼ 1,5: y ¼ 1,5� 1 ¼ 0,5

Un valore approssimato di ln 1,5 è 0,5.

Come si nota dal confronto con il valore ottenuto con la calcolatrice, l’approssimazione del valore di ln 1,5 con

la retta tangente è piuttosto grossolana.

Se vogliamo avere approssimazioni migliori, dobbiamo sostituire la retta con altre funzioni polinomiali, facili da

valutare, che possano approssimare meglio f xð Þ in x0. Cercheremo quindi funzioni di secondo, terzo, quarto

grado e oltre a seconda della precisione desiderata nell’approssimazione; infatti, maggiore è il grado del poli-

nomio, migliore è l’approssimazione.

Per ottenere questo, è necessario che le derivate prima, seconda, terza e quelle successive fino ad un certo or-

dine n, della funzione e del polinomio siano uguali in x0. Diamo la seguente definizione.

Data una funzione f xð Þ, derivabile n volte nell’intorno di un punto x0, chiamiamo polinomio di Taylor di

ordine n della funzione f xð Þ relativo al punto x0, il polinomio Pn xð Þ dato dalla seguente formula:

Pn xð Þ ¼ f x0ð Þ þ f 0 x0ð Þ � x � x0ð Þ þ
f 00 x0ð Þ

2!
� x � x0ð Þ2þ

f 000 x0ð Þ
3!

� x � x0ð Þ3þ:::þ
f nð Þ

x0ð Þ
n!

� x � x0ð Þn

In particolare, se x0 ¼ 0, il polinomio Pn xð Þ diventa

Pn xð Þ ¼ f 0ð Þ þ f 0 0ð Þ � x þ f 00 0ð Þ
2!
� x2 þ f

000
0ð Þ

3!
� x3 þ :::þ f nð Þ

0ð Þ
n!

� xn

e prende il nome di polinomio di Mc Laurin.

Figura 1
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Le derivate successive di un polinomio di Taylor valutate in x0 sono proprio

uguali alle derivate successive della funzione f xð Þ calcolate nello stesso pun-

to, in quanto tutti i termini x � x0ð Þk che compaiono nelle derivate successive

diventano nulli in x0.

Verifichiamolo, a titolo di esempio, per quanto riguarda la derivata prima:

P 0n xð Þ ¼ f 0 x0ð Þ þ
f 00 x0ð Þ

2!
� 2 x � x0ð Þ þ

f 000 x0ð Þ
3!

� 3 x � x0ð Þ2þ::: þ
f nð Þ

x0ð Þ
n!

� n x � x0ð Þn�1

P 0n x0ð Þ ¼ f 0 x0ð Þ þ
f 00 x0ð Þ

2!
� 2 x0 � x0ð Þ þ

f 000 x0ð Þ
3!

� 3 x0 � x0ð Þ2þ:::þ
f nð Þ

x0ð Þ
n!

� n x0 � x0ð Þn�1¼ f 0 x0ð Þ

I polinomi di Taylor costituiscono quindi l’approssimazione di f xð Þ che stavamo cercando.

II Esempio.

Troviamo il polinomio di Taylor di ordine 5 della funzione f xð Þ ¼ ln x relativo al punto x0 ¼ 1.

Calcoliamo le derivate fino alla quinta di f xð Þ:

f 0 ¼ 1

x
f 00 ¼ � 1

x2
f 000 ¼ 2

x3
f 4ð Þ ¼ � 6

x4
f 5ð Þ ¼ 24

x5

Calcoliamo f 1ð Þ e le derivate nel punto 1:

f 1ð Þ ¼ 0 f 0 1ð Þ ¼ 1 f 00 1ð Þ ¼ �1 f 000 1ð Þ ¼ 2 f 4ð Þ
1ð Þ ¼ �6 f 5ð Þ

1ð Þ ¼ 24

Scriviamo il polinomio di Taylor di ordine 5:

P5 xð Þ ¼ 0þ 1 � x � 1ð Þ þ �1

2!
� x � 1ð Þ2þ 2

3!
� x � 1ð Þ3þ �6

4!
� x � 1ð Þ4þ 24

5!
� x � 1ð Þ5

Sviluppando i calcoli otteniamo: P5 xð Þ ¼ 1

5
x5 � 5

4
x4 þ 10

3
x3 � 5x2 þ 5x � 137

60

Calcoliamo adesso il polinomio di ordine 5 nel punto 1,5: P5 1,5ð Þ ¼ 0,4072916666

valore molto più vicino a 0,405465108 trovato con la calcolatrice.

Aumentando l’ordine del polinomio, anche l’approssimazione migliora.

Appprossimando una funzione f xð Þ con il suo polinomio di Taylor o di Mac Laurin di ordine n nel punto x0

commettiamo evidentemente un errore, cioè:

f xð Þ ¼ Pn xð Þ þ En xð Þ

Il termine En xð Þ prende il nome di resto; si può dimostrare che esso è un infinitesimo di ordine superiore a

x � x0ð Þn, cioè tende più rapidamente a zero di x � x0ð Þn quando x ! x0. Il resto si può esprimere in modi di-

versi, uno dei quali è dovuto a Lagrange:

En xð Þ ¼ f nþ1ð Þ
�ð Þ

nþ 1ð Þ! x � x0ð Þnþ1

dove � è un opportuno punto compreso tra x e x0.

Il simbolo n!, che si legge n
fattoriale, è il prodotto di n
fattori decrescenti a partire
da n, cioè:

n! ¼ n � n � 1ð Þ � n � 2ð Þ � ::: � 3 � 2 � 1
Per esempio
5! ¼ 5 � 4 � 3 � 2 � 1 ¼ 120



ESERCIZI

1 Un polinomio di Taylor:

a. serve ad approssimare una funzione:

‹ nel suo dominio

› in un intorno di un punto appartenente al dominio

fi in un qualsiasi intervallo del suo dominio

b. la funzione deve essere:

‹ continua › derivabile almeno una volta fi derivabile n volte

½a. ›; a. fi�

Determina i polinomi di Taylor di ordine n che approssimano le funzioni f xð Þ assegnate nei punti x0;

trova poi un valore approssimato di f xð Þ nei punti x indicati.

2

3 f ðxÞ ¼ sin x x0 ¼ 0 n ¼ 5 trova f 0,15ð Þ x � 1
6

x3 þ 1
120

x5; 0,1494

� �

4 f ðxÞ ¼ ln x x0 ¼ 1 n ¼ 3 trova f 1,1ð Þ � 11
6
� 3

2
x2 þ 3x þ 1

3
x3; 0,0953

� �

5 f ðxÞ ¼ cos x x0 ¼ 0 n ¼ 3 trova f 0,2ð Þ 1� 1
2

x2; 0,98

� �

6 f ðxÞ ¼ tan x x0 ¼ 0 n ¼ 3 trova f 0,1ð Þ x þ 1
3

x3; 0,1003

� �

7 f ðxÞ ¼ arctan x x0 ¼ 0 n ¼ 4 trova f 0,12ð Þ x � 1
3

x3; 0,1194

� �

8 f ðxÞ ¼ x e�x x0 ¼ 0 n ¼ 5 trova f 0,25ð Þ x � x2 þ 1
2

x3 � 1
6

x4 þ 1
24

x5; 0,1947

� �

9 f ðxÞ ¼ ln x
x

x0 ¼ 1 n ¼ 3 trova f 1,3ð Þ � 13
3
þ 19

2
x � 7x2 þ 11

6
x3; 0,2145

� �

f ðxÞ ¼ ln
2

x in x0 ¼ 1 per n ¼ 4 trova un valore approssimato di f 1,2ð Þ

Calcoliamo le derivate della funzione f fino al quarto ordine ed il loro valore nel punto x0

f 0ðxÞ ¼ 2 ln x
x

f 00ðxÞ ¼ 2
1� ln x

x2
f 000ðxÞ ¼ 2

2 ln x � 3
x3

f ð4ÞðxÞ ¼ 2
11� 6 ln x

x4

f 0ð1Þ ¼ 0 f 00ð1Þ ¼ 2 f 000ð1Þ ¼ �6 f ð4Þð1Þ ¼ 22

Inoltre f ð1Þ ¼ 0. Il polinomio di Taylor del quarto ordine è dunque

PnðxÞ ¼ ðx � 1Þ2 � ðx � 1Þ3 þ 22
4!
ðx � 1Þ4

da cui sviluppando i calcoli PnðxÞ ¼ 11
12

x4 � 14
3

x3 þ 19
2

x2 � 26
3

x þ 35
12

Per trovare il valore approssimato di ln
2

1,2 calcoliamo P4 xð Þ in x ¼ 1,2: P4 1,2ð Þ ¼ 0,03347
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10 f ðxÞ ¼ e x þ e�x x0 ¼ 0 n ¼ 5 trova f 0,16ð Þ 2þ x2 þ 1
12

x4; 2,0257

� �

11 f ðxÞ ¼ sin2x x0 ¼ 0 n ¼ 5 trova f 0,2ð Þ x2 � 1
3

x4; 0,03947

� �

12 f ðxÞ ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1þ x2
p

x0 ¼ 0 n ¼ 5 trova f 0,15ð Þ 1þ 1
2

x2 � 1
8

x4; 1,0112

� �

Funzioni e derivate

Q ISTITUTO ITALIANO EDIZIONI ATLAS



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (Coated FOGRA39 \050ISO 12647-2:2004\051)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile (None)
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages false
  /ColorImageDownsampleType /Average
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.16667
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages false
  /GrayImageDownsampleType /Average
  /GrayImageResolution 350
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.00000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /ITA <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice




