APPROFONDIMENTO

| polinomi di Taylor
Molto spesso non e possibile determinare il valore esatto di una funzione in un punto. Per esempio:
se f(x)=Inx quantovale f(1,5) cioe In1,5?

La calcolatrice ci restituisce un valore approssimato, 0,405465108, che viene Figura 1
calcolato con un particolare algoritmo che si basa sul concetto di approssima- A
zione di una funzione in un punto. Y
Sappiamo che una funzione puo essere approssimata nelle vicinanze di un fx)
punto x, con la retta ad essa tangente in x, (figura 1); se la funzione e f(x),
la retta tangente in P(xo, (X)) ha equazione:

y —F(%) =F'(%)(x — %) cioé y=f"(x)(X—Xo)+[(X)

e un valore approssimato di f(x) in un punto x nelle immediate vicinanze di &
Xo € proprio f'(xo) (X — Xo) + f(Xo)-

I Esempio.

Se f(x) = In x, per valutare In 1,5, valore di x nelle vicinanze di 1, possiamo trovare I'equazione della retta
tangente in xo = 1:

1
< f()=In1=0 f'(1)=1 rettatangente: y—-0=1(x—-1) — y=x-1

f'(x) =

e calcolare il valore assunto dalla variabile dipendente y in x=1,5: y=15-1=0,5

Un valore approssimato di In 1,5 € 0,5.

Come si nota dal confronto con il valore ottenuto con la calcolatrice, I’approssimazione del valore di In 1,5 con
la retta tangente e piuttosto grossolana.

Se vogliamo avere approssimazioni migliori, dobbiamo sostituire la retta con altre funzioni polinomiali, facili da
valutare, che possano approssimare meglio f(x) in x,. Cercheremo quindi funzioni di secondo, terzo, quarto
grado e oltre a seconda della precisione desiderata nell’approssimazione; infatti, maggiore e il grado del poli-
nomio, migliore e I"approssimazione.

Per ottenere questo, € necessario che le derivate prima, seconda, terza e quelle successive fino ad un certo or-
dine n, della funzione e del polinomio siano uguali in x,. Diamo la seguente definizione.

Data una funzione f(x), derivabile n volte nell’intorno di un punto x,, chiamiamo polinomio di Taylor di
ordine n della funzione f(x) relativo al punto xo, il polinomio P,(x) dato dalla seguente formula:

" n (n)
Pa(x) = f (X)) +1'(x0) - (X — Xo) + f é)'(()) S(x— x0)2+f 3(?@ S(x = x0)3+... + fn#'xo) (X —Xo)"
In particolare, se x, = 0, il polinomio P,(x) diventa
" " (n)
Pa(x) :f(0)+f'(0)~x+f2(!0) - x? +f3(!0) ' +...+f n(!O) X"

e prende il nome di polinomio di Mc Laurin.
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Le derivate successive di un polinomio di Taylor valutate in x, sono proprio
uguali alle derivate successive della funzione f(x) calcolate nello stesso pun-
to, in quanto tutti i termini (x — xo)k che compaiono nelle derivate successive
diventano nulli in x,.

Il simbolo n!, che si legge n
fattoriale, é il prodotto di n
fattori decrescenti a partire

Verifichiamolo, a titolo di esempio, per quanto riguarda la derivata prima: Co, G
) . " n=n-(n-1-(n-2)-..-3-2:1
PL(x) =f"(x) + i (),(0) “2(x = Xo) + ! (:(0) 3(X = Xo) '+ + A ('XO) n(x —x)""  Peresempio
> . g 5I=5.4.3.2.1=120
" x " (n) X
m@@:ﬁ@@+f;®-am—&0+£%ﬁuxmf&f+u+f$®~M&7&W4:fmﬁ

| polinomi di Taylor costituiscono quindi |"approssimazione di f(x) che stavamo cercando.

Il Esempio.

Troviamo il polinomio di Taylor di ordine 5 della funzione f(x) = In x relativo al punto x, = 1.

Calcoliamo le derivate fino alla quinta di f(x):

/1 " 1 mnm 2
f=e fl=—% =5

X P&

£ _ 6

5 5

Calcoliamo f(1) e le derivate nel punto 1:

f=0 fFO=1 fFMOHO==1 fMmM=2 fN=-6 f7201)=24

Scriviamo il polinomio di Taylor di ordine 5:

— 2 2 3 —6 4 24 5
1 5 1 137
Sviluppando i calcoli otteniamo: Ps(x) = EXS _ZX4 +TOX3 —5x* +5x — 63—0

Calcoliamo adesso il polinomio di ordine 5 nel punto 1,5: Ps(1,5) = 0,4072916666

valore molto piu vicino a 0,405465108 trovato con la calcolatrice.
Aumentando "ordine del polinomio, anche I'approssimazione migliora.

Appprossimando una funzione f(x) con il suo polinomio di Taylor o di Mac Laurin di ordine n nel punto x,
commettiamo evidentemente un errore, cioe:

f(x) = Pa(x) + Ea(x)

Il termine E,(x) prende il nome di resto; si pud dimostrare che esso e un infinitesimo di ordine superiore a
(x — Xo)", cioé tende pit rapidamente a zero di (x — x)" quando x — Xo. Il resto si puo esprimere in modi di-
versi, uno dei quali € dovuto a Lagrange:

f(”*”(é‘) n+1
E.(x) = [CE (X = Xo)

dove £ e un opportuno punto compreso tra x e x.
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ESERCIZI

1

Un polinomio di Taylor:

a. serve ad approssimare una funzione:
® nel suo dominio
@ in un intorno di un punto appartenente al dominio
® in un qualsiasi intervallo del suo dominio

b. la funzione deve essere:

@® continua @ derivabile almeno una volta ® derivabile n volte

[a. @; a. @]

Determina i polinomi di Taylor di ordine n che approssimano le funzioni f(x) assegnate nei punti xo;
trova poi un valore approssimato di f(x) nei punti x indicati.

2 ESERCIZIO GUIDATO

f(x)=1In* x in xo =1 per n=4 trova un valore approssimato di f(1,2)

Calcoliamo le derivate della funzione f fino al quarto ordine ed il loro valore nel punto x,

f'(x) = 21Inx F(x) =2 1-Inx F(x) =2 2Inx—-3 FO(x) =2 11—-61Inx

X & ¢ ¢
'()=0 (1) =2 (1) =-6 o) =22
Inoltre £(1) = 0. Il polinomio di Taylor del quarto ordine € dunque

Pa(x) = (x = 1 = (x = 1)’ + 22 (x = 1)*

P,,(x):ﬂx“—ﬂf—kE 26,43

da cui sviluppando i calcoli 0 b 2 3 12

Per trovare il valore approssimato di In® 1,2 calcoliamo Pi(x) in x=1,2:  P,(1,2) =0,03347

X) = sin x Xo=0 n=>5 trova f(0,15 x— Xy +1—x 01494
6 120

f(x)=1Inx Xo =1 n=3 trova f(1,1) {—% %x +3x+§x 00953

X) = COS X X, =0 n=3 trova f(0,2 1—lx2;0,98

2

X) = tan x Xo=0 n=23 trova (0,1 x+1—x3;0,1003
3

f(x) = arctan x X =0 n=4 trova f£(0,12) {x—%x5;0,1194

X)=xe"* Xo=0 n=>5 trova f(0,25 xfx2+lxjflx4+Lx5;0,1947
2 6 24

X _Inx Xo =1 n=3 trova f(1,3 S 9 e e 02145
3 2 6

X
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10 f(x)=e*+e™ x =0 n=>5 trova f(0,16) {2+x2+11—2x4;2,0257

11 f(x) = sinx Xy =0 n=>5 trova f(0,2) {xz — %x“; 0,03947
12 f(x)=V1+x2 X =0 n=>5 trova f(0,15) {1 +%X2—%x4;1,0112
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